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О МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ СВОЙСТВАХ ПО МОДУЛЮ m

ЧИСЕЛ С ПРОПУЩЕННЫМИ ЦИФРАМИ

Н. Г. Мощевитин, И. Д. Шкредов
Получены оценки сверху для сумм значений характеров по составному моду-

лю по множествам чисел с пропущенными цифрами в некоторой системе счисле-
ния. Имеются результаты о разрешимости сравнений вида x1 · · ·xt ≡ λ (mod m)
в числах с пропущенными цифрами и асимптотические формулы для количе-
ства решений.

Библиография: 10 названий.

1. Введение. Всюду ниже s, k – натуральные числа, D = {d0, . . . , dk} ⊂ N0 =
N ∪ {0}, 0 = d0 < d1 < · · · < dk < s, 1 6 k 6 s − 2, – некоторое фиксированное
множество цифр в системе счисления по основанию s и (d1, . . . , dk) = 1. В настоящей
работе исследуется распределение элементов множеств вида

KD
s (N) =

{
x ∈ N0 : x < N, x =

h∑
j=0

δjs
j , δj ∈ D

}
(1)

в мультипликативной группе вычетов по модулю m. Ниже мы всюду полагаем

(m, s) = 1.

Недавно С. В. Конягин [1] доказал, что для натуральных N и m, (m, s) = 1, таких,
что

N > exp(γ log m log log m)

(здесь γ – некоторая постоянная, зависящая от s), элементы множества KD
s (N) рав-

номерно распределены по модулю m. В качестве следствия получалось, что при
указанных условиях для всякого целого x найдется a ∈ KD

s (N) такое, что a ≡ x
(modm). В этой же работе Конягин ставит следующую задачу: верно ли, что су-
ществует некоторая постоянная σ(s), что в предположении

N > mσ(s) (2)

в множестве KD
s (N) встречаются все вычеты по модулю m. Сам Конягин дает поло-

жительный ответ на этот вопрос для “почти всех” натуральных m. В самом простом
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случае, когда ordm s 6 β log m с некоторой константой β > 0, положительный ответ
дан в [2].

В настоящей работе мы доказываем ряд результатов о распределении элементов
множеств (1) по модулю m при условии (2): оцениваем суммы значений характеров
по модулю m на элементах множеств (1) и доказываем ряд утверждений о количе-
стве Tl(N,m, λ) решений сравнений вида

x1 · · ·xl ≡ λ (modm), xj ∈ KD
s (N),

при (λ, m) = 1. В частности, для произвольного натурального m и l > 4 при N > mσ

с достаточно большим положительным σ для числа решений сравнения будет дока-
зана асимптотическая формула

Tl(N,m, λ) =
|KD

s (N,m)|l

ϕ(m)
·
(
1 + O

(
exp(−

√
γ log m )

))
, γ > 0, m →∞;

если l = 3, то будет доказана формула

T3(N,m, λ) =
|KD

s (N,m)|3

ϕ(m)
·
(

1 + O

(
exp

(
−

√
γ log m log log log m

log log m

)))
,

γ > 0, m →∞,

где |KD
s (N,m)| есть количество элементов в множестве

KD
s (N,m) = {x ∈ KD

s (N) : (x,m) = 1}.

В случае l = 2 нами будет получена оценка

T2(N,m, λ) � |KD
s (N)|2

ϕ(m)
·mε, m →∞,

причем для мощности “исключительного множества” (т.е. множества тех λ, для ко-
торых сравнение x1x2 ≡ λ (modm) неразрешимо в числах xj ∈ KD

s (N)) будет по-
лучена оценка сверху вида O(ϕ(m) · exp(−

√
γ log m )), γ > 0. Особо отметим, что в

случае m = p – простое число вместо упомянутых двух первых оценок будет спра-
ведлив более сильный результат

Tl(N, p, λ) =
|KD

s (N, p)|l

p− 1
·
(
1 + O(p−l/2+1+lε)

)
, l > 3,

при σ достаточно большом в зависимости от ε, а для исключительного множества
в бинарной задаче при m = p у нас будет оценка O(pε).

Точные формулировки основных результатов настоящей работы даны в п. 6 (сум-
мы значений характеров) и пп. 7, 8 (числа решений сравнений); пп. 2–5 посвящены
определению основных величин и формулировкам и доказательствам вспомогатель-
ных утверждений. Отметим, что ряд результатов в случае, когда m = p – простое
число был анонсирован в [2], однако там имеются неточности (см. замечания по-
сле следствия 1 теоремы 3 из п. 7 настоящей работы), а доказательства приведены
лишь схематически. Здесь же мы приводим полные доказательства всех теорем.
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В отличие от работы [2], где использовалась лемма В. Шмидта [3], основным ин-
струментом доказательств настоящей работы будет лемма Конягина [1; лемма 1] (ее
доказательство мы, естественно, здесь не приводим; оно, в свою очередь, использует
соображения из работы П. Эрдёша, А. Шаркози, К. Мадуи [4]).

Отметим, что при малых значениях N (таких, что KD
s (N) � p1/2+ε) нетривиаль-

ные оценки сумм значений характера по простому модулю p могут быть получены
с помощью применения оценок А. Вейля, что сделано в работе [5]. Ряд арифмети-
ческих свойств множеств (1) получен в [6]. В частности, там доказана асимптоти-
ческая формула для количества элементов в множестве

KD
s (N,m) = {x ∈ KD

s (N) : (x,m) = 1},

которая тоже имеет отношение к настоящей работе (см. замечание к лемме 3 из п. 6).
Отметим также, что, как показано в работе [7], некоторые результаты о распре-
делении элементов множеств (1) по модулю m могут быть получены с помощью
исследования количества решений сравнений вида

x1 + · · ·+ xl ≡ y1 + · · ·+ yl (modm), xj , yj ∈ KD
s (N).

Утверждения, имеющиеся в [7], можно получить, применяя теоремы типа нера-
венства Плюнеке (см. [8; гл. 7]). Некоторые результаты могут быть получены с
помощью классического подхода Шмидта [3].

2. Конечные ряды Фурье для характеров по составному модулю. Пусть
m =

∏
16j6t p

αj

j – каноническое разложение числа m на простые множители. Пусть
χ(x) – характер по модулю m. Тогда согласно китайской теореме об остатках

χ(x) =
∏

16j6t

χj(x),

где χj суть некоторые характеры по модулям p
αj

j соответственно. Нам понадобится
разложение характера χ в конечный ряд Фурье

χ(x) =
m∑

y=1

cm(χ, y) exp
(

2πi
xy

m

)
.

Заметим, что если характер χ = χ0 является главным по модулю m, то его коэф-
фициенты Фурье называются суммами Рамануджана (см. [9]) и вычисляются по
формуле

cm(χ0, y) =
µ(Y )ϕ(m)

mϕ(Y )
,

где µ( · ) и ϕ( · ) суть функции Мёбиуса и Эйлера, а Y = m/(m, y).
Рассмотрим некоторый делитель a | m, a =

∏
16j6t p

βj

j , 0 6 βj 6 αj . Для этого
делителя определим непересекающиеся множества индексов

J1 = J1(m,a) = {j | 1 6 j 6 t, βj > 0}, J2 = J2(m,a) = {j | 1 6 j 6 t, βj = 0}.

Пусть

m = m1m2, mν = mν(a) =
∏

j∈Jν

p
αj

j , (m1, a) = a, (m2, a) = 1. (3)

3*
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Лемма 1. Множество всех характеров по модулю m распадается в дизъюнкт-
ное объединение множеств ⊔

a|m

Ξa

так, что Ξ1 состоит из одного главного характера по модулю m, а из принадлеж-
ности χ ∈ Ξa , a > 1, следует, что характер χ представим в виде

χ(x) = χ(1)(x) · χ(2)(x),

где χ(1) есть неглавный характер по модулю m1 , причем

χ(1)(x) =
∑

16y6a
(a,y)=1

c(1)(y) exp
(

2πi
xy

a

)
,

и при каждом y выполняется

|c(1)(y)| = a−1/2,

а χ(2)(x) есть главный характер по модулю m2 . Для мощностей множеств Ξa

выполнено равенство

|Ξa| =
∑
d|a

µ(d)ϕ
(

a

d

)
=

t∏
j=1

f(pβj

j ), f(pβ) =


1, β = 0,

p− 2, β = 1,

pβ−2(p− 1)2, β > 2.

(4)

Замечание 1. Отметим, что если m1 = 1, то можно считать, что лемма 1 спра-
ведлива с χ(1)(x) = 1 ∀x.

Замечание 2. Естественно, в случае m = p из леммы 1 для неглавного харак-
тера получается равенство |cm(χ, y)| = p−1/2 для любого y взаимно простого с p.

Замечание 3. Ясно, что выполнено неравенство

|Ξa| 6 a ∀ a | m. (5)

Доказательство леммы 1 имеется, например, в [10; с. 349–355, § 9, приложе-
ние].

Отметим что в разложениях χ = χ(1)χ(2) характеры χ(1) из множества Ξa явля-
ются неглавными примитивными характерами по модулю a. Если χ – неглавный
характер по модулю m, то для того, чтобы понять, при каком a будет выполнено
χ ∈ Ξa, надо представить χ в виде χ = χ(1)χ(2), где χ(2) – главный характер по мо-
дулю m2, а χ(1) – такой характер по модулю m1 (m = m1m2, (m1,m2) = 1), что он
является характером по модулю a (здесь a есть делитель числа m1), но не является
характером ни по какому меньшему модулю a′ | a.
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3. О тригонометрических суммах. Будем рассматривать тригонометриче-
ские суммы вида

Sd,w =
∑

16y6d
(y,d)=1

∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (sw)

exp
(

2πi
xy

d

)∣∣∣∣,
Sd,w(χ, b) =

∑
16y6d
(y,d)=1

∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (sw)

χ(x + b) exp
(

2πi
xy

d

)∣∣∣∣,
где χ – характер по модулю m.

Всюду ниже будем считать, что натуральное r выбрано из условия

sr−1 6 m < sr. (6)

Основным инструментом будет следующая лемма, доказанная Конягиным.

Лемма 2 (см. [1; лемма 1]). Пусть m > s. С некоторыми положительными
постоянными γν = γν(s), ν = 1, 2, при w > 2r выполняется оценка

∑
d6m

Sd,w 6 |KD
s (sw)|

(
exp

(
γ1 ·

log m

exp(γ2w/ log m)

)
− 1

)
.

Замечание. Лемма 2 является непосредственной переформулировкой результа-
та из [1]; там требуется условие m > s. Однако, ясно, что лемма 2 справедлива и
при любом m > 2 c несколько большим γ1 и заменой знака ‘6’ на ‘�’.

4. Оценки вспомогательных величин. Фиксируем положительное ε. Всюду
ниже считаем, что σ достаточно велико, т.е. σ > σ0(s, ε) и w > σr.

Для делителя a | m рассмотрим величины mν = mν(a), задаваемые формула-
ми (3), положим m2 = max{m2, 3} и определим величины

R1
w(m,a) =

log log m2

a1/2

∑
26q6m2

1
q2
·
(

exp
(

γ1 log aq

exp(γ2w/ log aq)

)
− 1

)
, (7)

R2
w(m,a) =

log log m2

a1/2m2

(
exp

(
γ1 log am2

exp(γ2w/ log am2)

)
− 1

)
(8)

(заметим, что если a = 1, то m2 = m),

R3
w(m,a) =

ϕ(m2)
a1/2m2

(
exp

(
γ1 log a

exp(γ2w/ log a)

)
− 1

)
(9)

(эту величину определяем только при a > 1) и

∆w(m,a) = R1
w(m,a) + R2

w(m,a) + R3
w(m,a). (10)

При a = m = p простом, m2 = 1 и из определения величин Rj
w при σ > σ0(s, ε) и

w > σr будет выполнено
∆w(p, p) � p−1/2+ε. (11)
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Для оценок в общем случае нам понадобятся неравенство

exp
(

ξ

exp(b/ξ)

)
− 1 � ξ

exp(b/ξ)
при 0 6 ξ 6

b

log b
(12)

и соотношение

max
ξ:ξ>c

exp
(
− log ξ − b

log ξ

)
=

exp(−2
√

b ), если c 6 exp(
√

b ),
1

c · exp(b/ log c)
, если c > exp(

√
b ).

(13)

Оценим R1
w(m,a). Во-первых, для q из соответствующей области суммирования

выполнено aq 6 am2 6 m и, следовательно,

γ2w

log qm2
>

γ2w

log m
>

γ2σ

log s
.

Таким образом, при достаточно большом σ будет выполнено

γ1

exp(γ2w/ log am2)
6 ε

(использовано определение величины w из самого начала текущего пункта и опреде-
ление величины r из условия (6)). А поскольку при малом ε ряд

∑
q q−2+ε очевидно

сходится, всегда будет иметь место оценка

R1
w(m,a) � log log m2

a1/2−ε
. (14)

Во-вторых, если обозначить

E = exp
(

γ2w

log γ1γ2w

)
,

то запишем ∑
26q6m2

1
q2
·
(

exp
(

γ1 log aq

exp(γ2w/ log aq)

)
− 1

)
=

∑
q6E/a

+
∑

q>E/a

.

Рассуждая так же, как и при получении оценки (14), убеждаемся, что∑
q>E/a

6
∑

q>E/a

q−2+εaε = O

(
a

E1−ε

)
.

Если теперь выполнено

a 6 E1/3 = exp
(

γ2w

3 log γ1γ2w

)
,

то при достаточно большом σ (достаточно малом ε) получается

R1
w(m,a) � log log m2

a1/2

( ∑
26q6E/a

1
q2
·
(

exp
(

γ1 log aq

exp(γ2w/ log aq)

)
− 1

)
+ O(E−1/3)

)
,
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причем здесь уже в каждом слагаемом суммы по q можно применить неравен-
ство (12) (где полагаем ξ = γ1 log aq и b = γ1γ2w). Задавшись некоторым поло-
жительным Q, проводим следующую оценку:

R1
w(m,a) � log log m2

a1/2

( ∑
q6m2

1
q2
· log aq

exp(γ2w/ log aq)
+ O(E−1/3)

)

� log m log log m2

a1/2

(
1

exp(γ2w/ log aQ)
·
∑
q6Q

1
q2

+
∑
q>Q

1
q2

+ O(E−1/3)
)

� log m log log m2

a1/2

(
1

exp(γ2w/ log aQ)
+

1
Q

+ O(E−1/3)
)

.

Оптимально величину Q выбрать из условия

exp
(

γ2w

log aQ

)
= Q, (15)

т.е. log Q = (
√

log2 a + 4γ2w − log a)/2. Тогда получаем

R1
w(m,a) � log m log log m2

a1/2

(
1

exp((
√

log2 a + 4γ2w − log a)/2)
+ O(E−1/3)

)
.

В разбираемом нами случае a 6 E1/3 рассмотрим еще две возможности. Во-первых,
если a 6 exp(

√
γ2w/2 ), то

1
2
(
√

log2 a + 4γ2w − log a) >

√
γ2w

2
,

R1
w(m,a) � log m log log m2

a1/2

(
1

exp(
√

γ2w/2 )
+ O(E−1/3)

)
� log m log log m2

a1/2 exp(
√

γ2w/2 )
.

(То, что величиной O(E−1/3) здесь можно пренебречь, очевидно из определения E.)
Во-вторых, если a > exp(

√
γ2w/2 ), то

log aQ = log a + log Q =

√
log2 a + 4γ2w + log a

2
.

Так как Q удовлетворяет (15), то

R1
w(m,a) � log m log log m2

a1/2

(
1

exp(γ2w/ log aQ)
+ O(E−1/3)

)
� log m log log m2

a1/2 exp(γ2w/(2 log a))
.

(То, что величиной O(E−1/3) здесь можно пренебречь, следует из неравенства

exp
(

γ2w

log aQ

)
6 exp

(
γ2w

log a

)
6 exp(

√
γw )

с некоторым положительным γ.)
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Запишем полученные нами неравенства для величины R1
w(m,a) удобным нам об-

разом:

R1
w(m,a) �



log log m2

a1/2−ε
, если a > exp

(
γ2w

3 log γ1γ2w

)
,

log m log log m2

a1/2 exp(γ2w/(2 log a))
, если exp

(√
γ2w

2

)
6 a 6 exp

(
γ2w

3 log γ1γ2w

)
,

log m log log m2

a1/2 exp(
√

γ2w/2 )
, если a 6 exp

(√
γ2w

2

)
.

(16)
Займемся оценкой величины R2

w(m,a). Во-первых, снова am2 6 m и, значит,
γ2w

log am2
>

γ2w

log m
>

γ2σ

log s
.

Следовательно, при достаточно большом σ опять будет выполнено
γ1

exp(γ2w/ log am2)
6

ε

2
,

и всегда будет иметь место оценка

R2
w(m,a) � log log m2

a1/2m2
· (am2)ε/2 � 1

a1/2−εm1−ε
2

.

Если выполнено
am2 6 exp

(
γ2w

log γ1γ2w

)
,

то можно применить неравенство (12), и получается оценка

R2
w(m,a) � log log m2

a1/2m2
· log am2

exp(γ2w/ log am2)

� a1/2 log m log log m2 · max
ξ:ξ>a

exp
(
− log ξ − γ2w

log ξ

)
(здесь снова использовано, что am2 6 m, взято ξ = am2 и b = γ2w). В этом случае
мы рассмотрим дополнительно два подслучая, в зависимости от того, где достига-
ется максимум в формуле (13). Если кроме указанного неравенства выполнено еще
a > exp(

√
γ2w ), то

R2
w(m,a) � log m log log m2

a1/2 exp(γ2w/ log a)
.

Если же a 6 exp(
√

γ2w ), то

R2
w(m,a) � a1/2 log m log log m2

exp(2 · γ2w/ log a)
6

log m log log m2

exp( 3
2 ·
√

γ2w )
.

Итак, подводя итог, запишем полученные оценки удобным нам образом:

R2
w(m,a) �



a−1/2+εm−1+ε
2 , если am2 > exp

(
γ2w

log γ1γ2w

)
,

1
a1/2 exp(γ2w/ log a)

, если am2 6 exp
(

γ2w

log γ1γ2w

)
, a > exp(

√
γ2w ),

exp
(
−3

2
· √γ2w

)
, если am2 6 exp

(
γ2w

log γ1γ2w

)
, a 6 exp(

√
γ2w ).

(17)
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Теперь займемся величиной R3
w(m,a). Она оценивается проще, чем две преды-

дущие величины, поскольку у нее в аргументе экспоненты отсутствует m2. Как и
прежде, при достаточно большом σ и при любом a будет иметь место оценка

R3
w(m,a) � a−1/2+ε,

а при a 6 exp(γ2w/ log γ1γ2w) из неравенства (12) получаем

R3
w(m,a) � log a

a1/2
· 1
exp(γ2w/ log a)

.

Объединим имеющиеся два неравенства:

R3
w(m,a) �


a−1/2+ε, если a > exp

(
γ2w

log γ1γ2w

)
,

log a

a1/2
· 1
exp(γ2w/ log a)

, если a 6 exp
(

γ2w

log γ1γ2w

)
.

(18)

Из формул (16)–(18) легко видеть, что в рассматриваемой нами ситуации при
a > 1 всегда будет выполнено

∆w(m,a) � exp(−√γw ), γ > 0. (19)

Более детальный анализ формул (16)–(18)) показывает, что для величины ∆w(m,a)
справедливы те же оценки, что и для R1

w(m,a):

∆w(m,a) �



log log m2

a1/2−ε
, если a > exp

(
γ2w

3 log γ1γ2w

)
,

log m log log m2

a1/2 exp(γ2w/(2 log a))
, если exp

(√
γ2w

2

)
6 a 6 exp

(
γ2w

3 log γ1γ2w

)
,

log m log log m2

a1/2 exp(
√

γ2w/2 )
, если a 6 exp

(√
γ2w

2

)
.

(20)
Теперь для натурального l рассмотрим величину

∆l
w(m) =

∑
a|m, a>1

|Ξa|
(

∆w(m,a) +
1
m

)l

6
∑

a|m, a>1

a ·
(

∆w(m,a) +
1
m

)l

(21)

(мы уже учли (5)) и оценим ее сверху с помощью полученных неравенств для вели-
чины ∆w(m,a).

В самом легком случае, когда m = p – простое число, сразу получаем оценку

∆l
w(p) � p−l/2+1+lε (22)

при достаточно большом σ > σ1(s, ε).
Отметим также, что если минимальный отличный от единицы делитель a0 чис-

ла m окажется больше, чем exp(γ2w/ log γ1γ2w), то (поскольку количество делите-
лей m не превосходит exp(log m/ log log m)) при достаточно большом σ > σ2(s, ε) и
w > σr получим

∆l
w(p) � a

−l/2+1+(l+1)ε
0 . (23)
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Разберем случай произвольного m при l > 2. Сначала заметим, что

∆l
w(m) 6 2l

∑
a|m, a>1

a ·max
(

(∆w(m,a))l,
1

ml

)
6 2l

∑
a|m, a>1

a ·
(

(∆w(m,a))l +
1

ml

)
.

Таким образом,
∆l

w(m) � ∆
l

w(m) +
∑

a|m, a>1

a

ml
,

где
∆

l

w(m) =
∑

a|m, a>1

a · (∆w(m,a))l.

А поскольку при l > 3 выполнено ∑
a|m, a>1

a

ml
6

1
m

и при l = 2 имеет место ∑
a|m, a>1

a

m2
6 1,

наша задача сводится к получению оценки сверху для ∆
l

w(m).
Разобьем сумму в определении ∆

l

w(m) на три:

∆
l

w(m) =
∑

a|m, a>1

a · (∆w(m,a))l = Σ1 + Σ2 + Σ3,

Σ1 =
∑

a>exp(γ2w/(3 log γ1γ2w))

,

Σ2 =
∑

exp(
√

γ2w/2 )<a6exp(γ2w/(3 log γ1γ2w))

, Σ3 =
∑

a6exp(
√

γ2w/2 )

.

Сначала оценим суммы Σ1 и Σ3. При l > 3, lε + 1 6 l/2 выполнено

Σ1 � (log log m)l · exp
((

− l

2
+ 1 + lε

)
· γ2w

3 log γ1γ2w

)
·
∑
a|m

1 � exp
(
− γw

log w

)
с некоторым положительным γ при достаточно большом σ > σ3(s, l) (мы использо-
вали первую оценку из (20) и неравенство

∑
a|m 1 � exp(log m/ log log m)). Также

при l > 2 выполнено

Σ3 � (log m log log m)l · exp
(
−l ·

√
γ2w

2

)
·

∑
a6exp(

√
γ2w/2 )

1 � exp(−√γw )

с некоторым положительным γ (использована третья оценка из (20)).
Наиболее неприятная ситуация возникает при оценке суммы Σ2. Здесь придется

использовать неравенство∑
a|m

1
aρ

6 exp
(

γ(ρ)
(log m)1−ρ

log log m

)
� exp

(
γ(ρ)

r1−ρ

log r

)
, (24)
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которое выполняется при каждом ρ ∈ (0, 1) с некоторой положительной постоян-
ной γ(ρ), равномерно ограниченной при ρ, отделенном от нуля и единицы. Исполь-
зовавшиеся нами ранее оценки этой суммы с ρ = 0, 1 имеются, например, в [9].
Приведенная выше оценка (24), по-видимому, является общеизвестной, но авторы
не смогли найти соответствующей ссылки и, для полноты изложения, ниже в п. 5
приводится доказательство неравенства (24).

Если l > 4, проводим оценку c применением второй оценки из (20) и (24) при
ρ = 1/2 и, учитывая, что

a · 1
al/2

6
1
a

6
1

exp(
√

γ2w/2/2)
· 1
a1/2

и что w > σr:

Σ2 � (log m log log m)l

exp(
√

γ2w/2/2)
·
∑
a|m

1
a1/2

� exp
((

−1
2

+ ε

)
·
√

γ2w

2
+ γ(1/2)

r1/2

log r

)
� exp(−√γw ).

Отметим, что в данном рассуждении во втором неравенстве оценки (20) нам не
понадобился дополнительный множитель exp(γ2w/(2 log a)) в знаменателе, и мы его
оценили единицей.

Итак, при l > 4 получаем

∆l
w(m) � exp(−√γw ), γ > 0. (25)

Если же l = 3, то, выбирая

Q1 = exp
(√

γ2w log r

log log r

)
> exp

(√
γ2w

2

)
,

опять c учетом второй формулы из (20) имеем

Σ2 � (log m log log m)3 ·
( ∑

a|m, a6Q1

1
a1/2 exp(3γ2w/(2 log a))

+
∑

a|m, a>Q1

1
a1/2 exp(3γ2w/(2 log a))

)
.

Отметим, что здесь наличие в знаменателе второй формулы из (20) множителя
exp(3γ2w/(2 log a)) уже существенно.

Применяя (24) с ρ = 1/2 и используя то, что w > σr, получаем с некоторым
положительным γ оценку∑

a|m, a6Q1

� exp
(
− γ2w

log Q1

)
·
∑
a|m

1
a1/2

� exp
(
−

√
γ2w log log r

log r
+ γ

(
1
2

)
·
√

r

log r

)
� exp

(
−

√
γw log log r

log r

)
.
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Далее, выбирая

δ =
log log r

2 log r

и применяя (24) с ρ = 1/2 − δ, убеждаемся, что с некоторым положительным γ
выполнено∑

a|m, a>Q1

� 1
Qδ

1

·
∑
a|m

1
a1/2−δ

� exp
(
−δ ·

√
γ2w log r

log log r
+ γ

(
1
2
− δ

)
r1/2+δ

log r

)
� exp

(
−

√
γw log log r

log r

)
,

ибо

δ ·

√
γ2w log r

log log r
=

√
γ2w log log r

4 log r
>

√
γ2σr log log r

4 log r
>

√
r

log r
=

r1/2+δ

log r
.

Итак, при l = 3 получаем

∆3
w(m) � exp

(
−

√
γw log log r

log r

)
, γ > 0. (26)

Отметим, что если же l = 2, то для ε > 0 при σ > σ5(s, ε) будет выполнено

∆2
w(m) � mε. (27)

Отметим также, что если количество делителей m не превосходит exp(
√

log m ),
то при l > 3 имеет место оценка

∆l
w(m) � exp(−√γw ), γ > 0. (28)

5. Доказательство формулы (24). Пусть m = pα1
1 · · · pαt

t , p1 < · · · < pt, –
каноническое разложение числа m на простые сомножители. Если q1 < · · · < qt суть
первые t простых чисел, то qj � j log j, pj > qj , и понятно, что t � log m/ log log m.
Оцениваем интересующую нас сумму:∑

a|m

a−ρ =
α1,...,αt∑

β1,...,βt=0

p−ρβ1
1 · · · p−ρβt

t 6
α1∑

β1=0

· · ·
αt∑

βt=0

q−ρβ1
1 · · · q−ρβt

t

=
t∏

j=1

αj∑
βj=0

q
−ρβj

j 6
t∏

j=1

∞∑
β=0

q−ρβ
j =

t∏
j=1

(1− q−ρ
j )−1,

log
∑
a|m

a−ρ 6 −
t∑

j=1

log(1− q−ρ
j ) 6 2ρ log

(
(1− 2−ρ)−1

)
·

t∑
j=1

q−ρ
j

� 2ρ log
(
(1− 2−ρ)−1

)
·

t∑
j=2

(j log j)−ρ

� 2ρ log
(
(1− 2−ρ)−1

)
· (1− ρ)−1 · t1−ρ(log t)−ρ

� 2ρ log
(
(1− 2−ρ)−1

)
· (1− ρ)−1 · (log m)1−ρ(log log m)−1.

Формула (24) доказана.
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6. О суммах значений характеров.

Лемма 3. Пусть a | m, χ(x) ∈ Ξa – характер по модулю m, величина m2 , опре-
деленная согласно (3), больше единицы и χ(1) из леммы 1. Тогда для погрешности R
в формуле∑

x∈KD
s (sw)

χ(x + b) =
∑

x∈KD
s (sw)

(x+b,m2)=1

χ(1)(x + b) =
ϕ(m2)

m2
·

∑
x∈KD

s (sw)

χ(1)(x + b) + R

будет выполнена оценка

|R| � |KD
s (sw)| ·

(
R1

w(m,a) + R2
w(m,a)

)
,

где величины R1,2
w (m,a) определены в предыдущем пункте в (7), (8).

Замечание. Сумма R1
w(m,a) + R2

w(m,a), очевидно, оценивается сверху через
∆w(m,a). Если m2 = 1, то, очевидно, R = 0. Если же χ – главный характер по
модулю m, то a = 1, m2 = m и с учетом замечания 1 к лемме 1 и третьей оценки
из (20) лемма 3 дает при w > σr формулу

|KD
s (sw,m)| = ϕ(m)

m
· |KD

s (sw)| ·
(

1 + O

(
exp

(
−

√
γ2w

2

)
· log m log log m

))
, (29)

которая фактически имеется в [6].

Доказательство леммы 3. Всюду в доказательстве леммы 3 при суммирова-
нии по d | m2 и q | m2 считаем, что d, q > 1:

|R| 6
∑
d|m2

∣∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (sw)
x+b≡0 (mod d)

χ(1)(x + b)− 1
d
·

∑
x∈KD

s (sw)

χ(1)(x + b)

∣∣∣∣∣
=

∑
d|m2

1
d

∣∣∣∣ ∑
16z6d−1

∑
x∈KD

s (sw)

χ(1)(x + b) exp
(

2πi
z(x + b)

d

)∣∣∣∣
6

∑
d|m2

1
d

∑
q|d

Sq,w(χ(1), b) 6
∑
q|m2

( ∑
d|m2, q|d

1
d

)
Sq,w(χ(1), b)

� log log m2 ·
∑
q|m2

Sq,w(χ(1), b)
q

.

Теперь, используя лемму 1, определение сумм Sq,w(χ, b), Sq,w, взаимную простоту
(q, a) = 1 (см. (3)) и преобразование Абеля, получаем

|R| � a−1/2 log log m2 ·
∑
q|m2

1
q

∑
16y6a
(a,y)=1

∑
16z6q
(z,q)=1

∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (sw)

exp
(

2πi

(
zx

q
+

yx

a

))∣∣∣∣
= a−1/2 · log log m2 ·

∑
q|m2

Saq,w

q
6 a−1/2 · log log m2 ·

∑
26q6m2

Saq,w

q
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� a−1/2 log log m2 ·
( ∑

26q6m2

1
q2

∑
d6q

Sad,w +
1

m2

∑
d6m2

Sad,w

)

6 a−1/2 log log m2 ·
( ∑

26q6m2

1
q2

∑
d6aq

Sd,w +
1

m2

∑
d6am2

Sd,w

)
.

Теперь воспользуемся леммой 2 и определением величин R1,2
w (m,a) (см. (7), (8)) и

получим заключение леммы 3.

Теорема 1. Пусть задано ε > 0 и w > σr , σ > σ0(s, ε) достаточно велико.
Пусть для натурального m задан делитель a | m и неглавный характер χ(x) по
модулю m таков, что χ ∈ Ξa , a > 1. Тогда выполняется оценка сверху суммы
значений характеров∣∣∣∣ ∑

x∈KD
s (sw)

χ(x + b)
∣∣∣∣ � |KD

s (sw)| ·∆w(m,a),

где величина ∆w(m,a) определена в (10).

Доказательство. В силу леммы 3 достаточно оценить сумму

Σ =
∑

x∈KD
s (sw)

χ(1)(x + b). (30)

Применяя лемму 1, убеждается, что

|Σ| � a−1/2 · Sa,w 6 a−1/2 ·
∑
d6a

Sd,w.

Далее применяем лемму 2 и получаем оценку

|Σ| � |KD
s (sw)| · 1

a1/2
·
(

exp
(

γ1 log a

exp(γ2w/ log a)

)
− 1

)
.

Теорема 1 сразу следует из последней оценки, определения величин Rj
w(m,a),

∆w(m,a), формул (7)–(10) и оценки леммы 3.

Замечание. Необходимую оценку суммы (30) можно получить, не используя
лемму 4 из работы Конягина [1], а применяя подход Шмидта из работы [3], анало-
гично тому, как это сделано в [2]. Применявшееся при доказательстве теоремы 1
неравенство

Sa,w 6
∑
d6a

Sd,w

на первый взгляд весьма грубое, но тем не менее является достаточно точным.

Теорема 2. Пусть N > sw+ρ и выполнены условия теоремы 1. Тогда выполня-
ется оценка ∣∣∣∣ ∑

x∈KD
s (N)

χ(x + b)
∣∣∣∣ 6 |KD

s (N)| ·
(
∆w(m,a) + (k + 1)−ρ

)
.
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Доказательство. Пусть sβ 6 N < sβ+1. Представим N в s-ичной системе
счисления: N = µ0 + · · · + µβsβ . Разобьем множество KD

s (N) = Ω1 t Ω2, где Ω1

состоит из тех чисел n = η0 + · · · + ηβsβ , для которых ηj = µj , w 6 j 6 β, а Ω2

состоит изо всех остальных чисел. Ясно, что |Ω1| 6 (k + 1)w. Дополнительное
множество представимо в виде суммы множеств Ω2 = KD

s (sw) + sw · KD
s (N1), где

N1 = µw+µw+1s+· · ·+µβsβ−w. Следовательно, |Ω2| = |KD
s (sw)|·|KD

s (N1)| 6 |KD
s (N)|

и ∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (N)

χ(x + b)
∣∣∣∣ 6

∣∣∣∣ ∑
x∈Ω1

χ(x + b)
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ ∑
x∈Ω2

χ(x + b)
∣∣∣∣

6 (k + 1)w +
∣∣∣∣ ∑
b1∈KD

s (N1)

∑
x∈KD

s (sw)

χ(x + b + swb1)
∣∣∣∣

6 (k + 1)w +
∑

b1∈KD
s (N1)

∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (sw)

χ(x + b + swb1)
∣∣∣∣

6 (k + 1)w + |KD
s (N)|∆w(m,a)

(мы использовали теорему 1). Остается заметить, что |KD
s (N)| > |KD

s (sw+ρ)| >
(k + 1)w+ρ и (k + 1)w 6 |KD

s (N)|/(k + 1)ρ. Теорема доказана.

Замечание 1. Напомним, что в условиях теоремы 1 требуется, чтобы w > σr.
Если кроме этого потребовать, чтобы

ρ > σ∗r
log s

log(k + 1)
,

получается, что из условия N > sw+ρ (что фактически то же самое, что и N �
mσ+(log s/ log(k+1))σ∗) будет выполнено∣∣∣∣ ∑

x∈KD
s (N)

χ(x + b)
∣∣∣∣ 6 |KD

s (N)| ·
(
∆w(m,a) + O(m−σ∗)

)
.

Замечание 2. Для главного характера по модулю m для числа N > mσ можно
доказать формулу, аналогичную (29), однако для дальнейшего нам понадобится (ис-
ключительно для того, чтобы более компактно сформулировать результаты о числе
решений сравнений в следующих пунктах 7 и 8 настоящей статьи) лишь простое
неравенство

|KD
s (N)| � |KD

s (N,m)| · m

ϕ(m)
.

Оно может быть получено по аналогии с теоремой 2, и доказательство мы не при-
водим.

Следствие 1. Если m = p – простое число и χ – неглавный характер по мо-
дулю p, то для произвольного ε > 0 найдется σ = σ(ε) такое, что при N > mσ

выполняется ∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (N)

χ(x + b)
∣∣∣∣ � |KD

s (N)| · p−1/2+ε.
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Следствие 2. Если m – произвольное натуральное число, χ – неглавный харак-
тер по модулю m, при достаточно большом σ при N > mσ выполняется∣∣∣∣ ∑

x∈KD
s (N)

χ(x + b)
∣∣∣∣ � |KD

s (N)| · exp(−γ
√

σ log m )

с некоторым положительным γ = γ(s).

Следствие 1 (оно имеется в [2]) сразу вытекает из теоремы 2 (в замечании σ∗

надо взять равным 1/2) и оценки (11) (ср. с замечанием 2 к лемме 1), следствие 2
вытекает из теоремы 2 и оценки (19).

7. О числе решений сравнения x1 · · ·xl ≡ λ (modm). Всюду ниже

(λ, m) = 1.

Напомним, что через Tl(N,m, λ) обозначается количество решений сравнения

x1 · · ·xl ≡ λ (modm), xj ∈ KD
s (N)

(ясно, что можно считать xj ∈ KD
s (N,m)).

Теорема 3. Пусть N > sw+ρ0 , (m,λ) = 1, ε > 0 и w > σr , σ > σ0(s, ε) доста-
точно велико и

ρ0 = r
log s

log(k + 1)
� log m.

Тогда

Tl(N,m, λ) =
|KD

s (N,m)|l

ϕ(m)
+ O

(
|KD

s (N)|l

ϕ(m)
·∆l

w(m)
)

.

Доказательство. Ясно, что∣∣∣∣Tl(N,m, λ)− |KD
s (N,m)|l

ϕ(m)

∣∣∣∣ 6
|KD

s (N)|l

ϕ(m)
·

∑
χ (mod m), χ 6=χ0

∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (N)

χ(x)
∣∣∣∣l

� |KD
s (N)|l

ϕ(m)
·

∑
a|m, a>1

|Ξa|
(

∆w(m,a) +
1
m

)l

=
|KD

s (N)|l

ϕ(m)
·∆l

w(m)

(мы использовали теорему 2 и замечание к ней, а также определение (21) величи-
ны ∆l

w(m)). Теорема доказана.

Замечание. Условия теоремы 3 будут выполнены при N > mσ c достаточно
большим σ > σ1(s, ε).

Следствие 1. Пусть m = p – простое число и выполнены условия теоремы 3.
Тогда

Tl(N, p, λ) =
|KD

s (N, p)|l

p− 1
·
(
1 + O(p−l/2+1+lε)

)
.

Следствие 1 вытекает из (22); оно имеется в [2], но там допущена неточность –
вместо |KD

s (N, p)| в числителе написано просто |KD
s (N)|, что неверно. При l > 3

следствие 1 устанавливает асимптотическую формулу для Tl(N, p, λ), а при l = 1, 2 –
оценку сверху для этой величины. При l = 1 эта оценка иногда хуже тривиальной
оценки T 1(N, p, λ) � |KD

s (N)|p− log s/ log k.
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Следствие 2. Пусть m таково, что минимальный отличный от единицы де-
литель a0 | m удовлетворяет неравенству

a0 > exp
(

γ2w

log γ1γ2w

)
.

Тогда при достаточно большом σ и N > sw+ρ0 , w > σr , будет выполнено

Tl(N,m, λ) =
|KD

s (N,m)|l

ϕ(m)
·
(
1 + O(a−l/2+1+(l+1)ε

0 )
)
.

Следствие 2 вытекает из (23), замечания 2 к теореме 2 и неравенства m/ϕ(m) �
log log m. При l > 3 следствие 2 дает асимптотическую формулу для Tl(N,m, λ), а
при l = 1, 2 – оценку сверху.

Следствие 3. Пусть m таково, что количество делителей m не превосходит
exp(

√
log m ) (например, m = pα , где p – простое число). Тогда при l > 3 в условиях

теоремы 3 с некоторым положительным γ имеет место оценка

Tl(N,m, λ) =
|KD

s (N,m)|l

ϕ(m)
·
(
1 + O

(
exp(−√γw )

))
=
|KD

s (N,m)|l

ϕ(m)
·
(
1 + O

(
exp(−

√
γ log m )

))
.

Следствие 3 вытекает из (28).

Следствие 4. В условиях теоремы 3 с некоторым положительным γ для про-
извольного натурального m выполнено следующее.

1) Если l > 4, то при достаточно большом σ справедлива асимптотическая
формула

Tl(N,m, λ) =
|KD

s (N,m)|l

ϕ(m)
·
(
1 + O

(
exp(−√γw )

))
=
|KD

s (N,m)|l

ϕ(m)
·
(
1 + O

(
exp(−

√
γ log m )

))
.

2) Если l = 3, то при достаточно большом σ справедлива асимптотическая
формула

T3(N,m, λ) =
|KD

s (N,m)|3

ϕ(m)
·
(

1 + O

(
exp

(
−

√
γw log log r

log r

)))

=
|KD

s (N,m)|3

ϕ(m)
·
(

1 + O

(
exp

(
−

√
γ log m log log log m

log log m

)))
.

3) Если l = 2, то для произвольного положительного ε при достаточно большом
σ справедлива оценка

T2(N,m, λ) � |KD
s (N)|2

ϕ(m)
·mε.

Заключение 1) вытекает из (25), заключение 2) вытекает из (26), заключение 3)
вытекает из (27). Опять же, как в следствии 3, так и в следствии 4 для перехода в
оценке остаточного члена от |KD

s (N)| к |KD
s (N,m)| надо использовать замечание 2

к теореме 2.
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8. Об исключительном множестве для сравнения x1x2 ≡ λ (modm).

Теорема 4. Пусть N > sw+ρ0 , ε > 0 и w > σr с достаточно большим σ . Пусть
также

B = {λ (modm) : (z,m) = 1, λ 6= ab (modm) | a, b ∈ KD
s (N,m)}.

Тогда

|B| � ϕ(m) ·
(

m

ϕ(m)

)4

·∆4
w(m).

Из оценки (25) величины ∆4
w(m) сразу получаем

Следствие. В условиях теоремы 4 для произвольного натурального m имеем

|B| � ϕ(m) · exp(−√γw ) 6 ϕ(m) · exp(−
√

γ log m ), γ > 0;

если же m = p – простое число, то при достаточно большом σ (в зависимости
от заданного положительного ε) выполнено |B| � pε .

Доказательство теоремы 4. Всюду ниже Zm = (Z/mZ). Для доказательства
теоремы 4 напомним несколько определений.

Сверткой (f ∗ g)(x) двух функций f и g, f, g : Zm → C, называется функция

(f ∗ g)(x) =
∑

z∈Z∗m

f(z)g(zx−1), x ∈ Z∗m.

Пусть χ – некоторый характер по модулю m. Преобразованием Фурье функции
f : Zm → C называется функция

f̂(χ) =
∑

x∈Z∗m

f(x)χ(x).

Следующая лемма общеизвестна.

Лемма 4. Пусть f, g : Zm → C – некоторые функции. Тогда∑
x∈Z∗m

f(x)g(x) =
1

ϕ(m)

∑
χ

f̂(χ)ĝ(χ), (31)

причем суммирование в правой части (31) проходит по всем характерам груп-
пы Z∗m .

Из (31) и равенства (f̂ ∗ g)(χ) = f̂(χ)ĝ(χ) вытекает аналог формулы (31) для
свертки.

Лемма 5. Пусть f, g : Zm → C – некоторые функции. Тогда∑
x∈Z∗m

|(f ∗ g)(x)|2 =
1

ϕ(m)

∑
χ

|f̂(χ)|2|ĝ(χ)|2.
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Рассмотрим функции

µ1(t) =
∣∣{x ∈ KD

s (N) : x ≡ t (modm)}
∣∣, t ∈ Z∗m,

µ2(t) =
∣∣{x ∈ KD

s (N) : x ≡ t−1 (modm)}
∣∣, t ∈ Z∗m.

Ясно, что

|KD
s (N,m)| =

∑
t∈Z∗m

µ1(t) =
∑

t∈Z∗m

µ2(t)

µ̂1(χ) =
∑

x∈KD
s (N)

χ(x), µ̂2(χ) =
∑

x∈KD
s (N)

χ(x). (32)

Пусть

f1(t) = µ1(t)−
|KD

s (N,m)|
ϕ(m)

, f2(t) = µ2(t)−
|KD

s (N,m)|
ϕ(m)

.

Тогда ∑
x∈Z∗m

f1(t) =
∑

x∈Z∗m

f2(x) = 0.

Кроме того, для любого неглавного характера χ выполнено

µ̂i(χ) = f̂i(χ), i = 1, 2. (33)

Рассмотрим сумму
Σ =

∑
x∈Z∗m

|(f1 ∗ f2)(x)|2.

C одной стороны,

Σ =
∑

x∈Z∗m

|(f1 ∗ f2)(x)|2 =
∑

x∈Z∗m

∣∣∣∣ ∑
z∈Z∗m

f1(z)f2(zx−1)
∣∣∣∣2

=
∑

x∈Z∗m

∣∣∣∣ ∑
z∈Z∗m

(
µ1(z)− |KD

s (N,m)|
ϕ(m)

)(
µ2(zx−1)− |KD

s (N,m)|
ϕ(m)

)∣∣∣∣2

=
∑

x∈Z∗m

∣∣∣∣ ∑
z∈Z∗m

µ1(z)µ2(zx−1)− |KD
s (N,m)|2

ϕ(m)

∣∣∣∣2,
откуда имеем оценку снизу для Σ следующего вида:

Σ >
∑
x∈B

∣∣∣∣ ∑
z∈Z∗m

µ1(z)µ2(zx−1)− |KD
s (N,m)|2

ϕ(m)

∣∣∣∣2 = |B| · |K
D
s (N,m)|4

(ϕ(m))2
(34)

(мы учли, что если x ∈ B, то сравнение ξη ≡ x (modm) неразрешимо в числах
ξ, η ∈ KD

s (N,m), а сумма
∑

z∈Z∗m
µ1(z)µ2(zx−1) есть в точности количество решений

сравнения ξη ≡ x (modm), ξ, η ∈ KD
s (N,m), и, стало быть, для каждого x ∈ B в (34)

внутренняя сумма по z равна нулю).
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C другой стороны, применяя лемму 5 и учитывая (32), (33), получаем

Σ =
1

ϕ(m)

∑
χ

|f̂1(χ)|2|f̂2(χ)|2

=
1

ϕ(m)

∑
χ, χ 6=χ0

|f̂1(χ)|2|f̂2(χ)|2 =
1

ϕ(m)

∑
χ, χ 6=χ0

∣∣∣∣ ∑
x∈KD

s (N)

χ(x)
∣∣∣∣4.

Оценим сверху сумму Σ. Имеем в силу теоремы 2 и замечания 1 к ней

Σ 6
|KD

s (N)|4

ϕ(m)

∑
a|m, a>1

|Ξa|
(

∆w(m,a) +
1
m

)4

=
|KD

s (N)|4

ϕ(m)
∆4

w(m). (35)

Применяя оценки (34), (35) величины Σ, находим

|B| |K
D
s (N,m)|4

(ϕ(m))2
� |KD

s (N)|4

ϕ(m)
∆4

w(m).

Теперь теорема 4 вытекает из замечания 2 к теореме 2.
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